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... faiblement !

Toutes les "égalités", mentionnées précédemment sont faibles

• •

h◦(g◦f )

(h◦g)◦f

α ⇓ ⇑β
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Des types pour les cellules

L’objectif est de manipuler des ω-catégories à l’aide de la théorie
est types. On a donc besoin

. d’un type ? pour les objets :

Γ `
Γ ` ?

. d’un type → pour les ≥ 1-cellules

Γ ` t : A Γ ` u : A

Γ ` t−→
A
u



Les contextes sont des diagrammes !

Γ



x : ?, y : ?, z : ?, t : ?

f1 : x−→
?
y , f2 : x−→

?
y , g : x−→

?
z , h : z−→

?
t, k : t−→

?
x

α : f1−−−→
x−→

?
y

f2

z•

x•
y
•

t•

h
f1

f2

⇓α

g

k
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Contextes de composition

. Ce sont les contextes qui correspondent à des diagrammes de
composition

Correspondent à un jugement Γ `ps

. Ce jugement est décidable, à l’aide d’un algorithme
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A
y `ps f : x−→

A
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Γ `ps x : ?
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Source et but
. Tout contexte de composition Γ vient avec une source ∂−(Γ)

et un but ∂+(Γ) (eux-même des contextes de composition)
Intuitivement, le résultat de la composition va de la source du
diagramme vers son but

. Exemple :

Γ
x•

y
• z•

f1

g

f1

f2
⇓ α

f3

⇓ β

g

f3

g



Source et but
. Tout contexte de composition Γ vient avec une source ∂−(Γ)

et un but ∂+(Γ) (eux-même des contextes de composition)
Intuitivement, le résultat de la composition va de la source du
diagramme vers son but

. Exemple :

Γ
x•

y
• z•

f1

g

f1

f2
⇓ α

f3

⇓ β

g

f3

g



Source et but
. Tout contexte de composition Γ vient avec une source ∂−(Γ)

et un but ∂+(Γ) (eux-même des contextes de composition)
Intuitivement, le résultat de la composition va de la source du
diagramme vers son but

. Exemple :

∂−(Γ)
x•

y
• z•

Γ
x•

y
• z•

f1

g

f1

f2
⇓ α

f3

⇓ β

g

f3

g



Source et but
. Tout contexte de composition Γ vient avec une source ∂−(Γ)

et un but ∂+(Γ) (eux-même des contextes de composition)
Intuitivement, le résultat de la composition va de la source du
diagramme vers son but

. Exemple :

∂−(Γ)
x•

y
• z•

Γ
x•

y
• z•

∂+(Γ)
x•

y
• z•

f1

g

f1

f2
⇓ α

f3

⇓ β

g

f3

g



Interprétation de la théorie des types

. Un terme Γ ` t : A représente la composition de certaines
cellules de Γ
Plus précisément : une cellule dans l’ω-catégorie librement
engendrée par le graphe Γ

. Cas des contextes de composition Γ `ps :

Γ ` t : A
Var(t) ∪ Var(A) = Var(Γ)

} t est une manière de composer en-
tièrement le contexte de composi-
tion Γ

On note Γ `Var t : A lorsque c’est le cas
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. Exemple :

Γ = x : ?, y : ?, f : x−→
?
y , z : ?, g : y−→

?
z ,w : ?, h : z−→

?
w

Γ ` assoc : comp f (comp g h)→comp (comp f g) h



Exemples

. Composition des morphismes
coh comp (x:*)(y:*)(f:x->y)(z:*)(g:y->z) : x->z

. Identité
coh id (x:*) : x->x

. Associativité
coh assoc (x:*)(y:*)(f:x->y)(z:*)(g:y->z) (w:*)(h:z->w) : comp
(comp f g) h -> comp f (comp g h)

x•
y
• z•f g
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ω-categories faibles monoidales



Definition ?
. C’est une ω-catégorie C avec un produit sur les objets ...

∀x , y ∈ C0, x ⊗ y ∈ C0

. qui transporte les cellules de toutes les dimensions, de manière
compatible avec toutes les cohérences

Comment gérer toutes ces cohérences en une seule définition ?



Definition ?
. C’est une ω-catégorie C avec un produit sur les objets ...

∀x , y ∈ C0, x ⊗ y ∈ C0

. qui est fonctoriel...

∀f : y → z , x ⊗ f : x ⊗ y → x ⊗ z

. qui transporte les cellules de toutes les dimensions, de manière
compatible avec toutes les cohérences

Comment gérer toutes ces cohérences en une seule définition ?



Definition ?
. C’est une ω-catégorie C avec un produit sur les objets ...

∀x , y ∈ C0, x ⊗ y ∈ C0

. qui est fonctoriel...

∀f : y → z , x ⊗ f : x ⊗ y → x ⊗ z

. compatible avec la composition...

(x ⊗ g) ◦ (x ⊗ f ) = x ⊗ (g ◦ f )

. qui transporte les cellules de toutes les dimensions, de manière
compatible avec toutes les cohérences

Comment gérer toutes ces cohérences en une seule définition ?



Definition ?
. C’est une ω-catégorie C avec un produit sur les objets ...

∀x , y ∈ C0, x ⊗ y ∈ C0

. qui est fonctoriel...

∀f : y → z , x ⊗ f : x ⊗ y → x ⊗ z

. compatible avec la composition...

(x ⊗ g) ◦ (x ⊗ f ) = x ⊗ (g ◦ f )

. transporte aussi les 2 cellules...

∀α : f ⇒ g , x ⊗ α : x ⊗ f ⇒ x ⊗ g

. qui transporte les cellules de toutes les dimensions, de manière
compatible avec toutes les cohérences

Comment gérer toutes ces cohérences en une seule définition ?



Definition ?
. C’est une ω-catégorie C avec un produit sur les objets ...

∀x , y ∈ C0, x ⊗ y ∈ C0

. qui transporte les cellules de toutes les dimensions, de manière
compatible avec toutes les cohérences

Comment gérer toutes ces cohérences en une seule définition ?



Definition ?
. C’est une ω-catégorie C avec un produit sur les objets ...

∀x , y ∈ C0, x ⊗ y ∈ C0

. qui transporte les cellules de toutes les dimensions, de manière
compatible avec toutes les cohérences
Comment gérer toutes ces cohérences en une seule définition ?



Solution

. Une ω-catégorie monoidale C est une ω-catégorie C− avec un
seul objet

Les objets de C sont les flèches de C−, les flèches de C sont les
2-cellules de C− ...

x•
y
•

f

g
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f ⇓ ⇓g

. Le produit tensoriel de C est la composition des flèches de C−

x•
y
•  

!• !• !•x y

Les cohérences du produit tensoriel de C proviennent des cohérences
de la composition dans C−
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Comment formaliser cela ?

. Imaginons un "objet virtuel de dimension −1"
On fait comme si un tel objet existait et on donne la définition
d’une ω-catégorie faible avec un tel objet

. Enlevons toutes les références à l’objet virtuel dans la théorie
On obtient une théorie qui formellement fait tout comme si il y
avait un unique objet de dimension −1
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Diagrammes de compositions monoidaux

. Ce sont les diagrammes de compositions qui passent
secrètement par l’objet virtuel.

. Ils sont représentés par des listes de diagrammes de
compositions
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Pour les catégories monoidales

. Existence des compositions et du produit monoidal :
Tout diagramme de composition monoidal est composable

. "Associativités" générales et cohérences du produit monoidal :
Toutes les façons de composer un même diagramme de
composition monoidal sont faiblement égales
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En théorie des types
. Jugement Γ `ps
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. Cohérences d’opération
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