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Notre but

> Le langage CaTT

e w-categories : une opération donnée est-elle bien définie ?
e CaTT : langage basé sur un type checker
e Chaque expression correspond a une opération.
L’expression typecheck si et seulement si |'opération est
bien définie
> Preuves en CaTT : trés longues et redondantes

e On propose d'automatiser des parties : Suspension
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> fleches :

> 2-cellules :

T T T

AN
e || T e o || e e | e
T
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> loi d'échange :

N
e — e — e
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Diagrammes de composition

> Diagrammes entiérement composables

> lls sont acycliques et sans trous

Exemple

7YY
e — ‘e — o

N

Contre-exemple
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Reformulation

> Existence des compositions :
Tout diagramme de composition est composable

> "Associativités" générales :
Toutes les facons de composer un méme diagramme
de composition sont faiblement égales
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La theorie Des types pour les cellules

CaTT
L'objectif est de manipuler des w-catégories a |'aide de la
théorie est types. On a donc besoin

> d'un type x pour les objets :
M+

M=%
> d'un type — pour les > 1-cellules

F=t: A NlM-u:A

= t—u
A
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CaTT

> Ce sont les contextes qui correspondent a des diagrammes
de composition

> Décidable, avec une jugement I k-

MFps x A

X Fps X r,y:A,f:x?yl—psf:XZ)y

[ Fps f:xjy

e X 0 %
Mhpsy: A =T
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Cohérences

> Existence des compositions :

Tout diagramme de composition est composable

Regle pour générer les témoins de telles compositions :

Thes O (NFEt:A 97Nk u:A

I+ coh Ct—u
F,t:)u A

Exemple :
M=x:%xy:xf x>y, z: xg: y—>z
* *

[+ comp : x—z
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Regle pour générer les témoins de telles compositions :

M Fps o(NkEt:A TN Fu:A

I+ coh Ct—u
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Exemple :
M=x:%xy:xf x>y, z: xg: y—>z
* *

[+ comp : x—z

NB : Condition de bord sur I'utilisation des variables
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> Existence des compositions :
Tout diagramme de composition est composable

> "Associativités" générales : Toutes les facons de
composer un méme diagramme de composition sont
faiblement égales

Reégle pour générer les témoins de telles associativités :
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cohra: A

Exemple :
MN=x:%xy:xf x>y, z:xg:y=>z,w:x h:zow
* * *
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CaTT
> Composition des morphismes
coh comp (x:*)(y:*) (f:x->y) (z:%)(g:y->z) : x->z

X f y g z X compfg z
@ ——— 0 ———— @ AT O —————————— 5 0

> |dentité
coh id (x:%) : x->x

|

> Associativité
coh assoc (x:%)(y:*)(f:x->y)(z:%) (g:y->2)
(w:x) (h:z->w)
comp (comp f g) h -> comp f (comp g h)
comp (comp f g) h
h w X ——l z
® —~ A~ AN @ U/ [ ]
~_
comp f (comp g h)

X f y g z
° [ ] [ ]
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Avec le systéme que I'on vient de décrire, on peut introduire :
> L'identité des objets :
coh id0 (x:*) : x -> x
> L'identité des fléches :
coh idl (x:*)(y:*)(f:x->y) : f->f
> L'identité des 2-cellules :
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|dée

La
s baellg > Toutes les cohérences dérivables dans une dimension
donnée sont aussi dérivables dans les dimensions

supérieures.

> Cela méne a des preuves trés redondantes : il faut refaire
""les mémes" développements en plusieurs dimension

> La suspension résout ce probléme en automatisant ce
procédé
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en CaTT . .
Toute cellule de dimension n dans I est donne une
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Suspension des contextes

La y Lt .
e > Partant d’'un contexte I', on définit un contexte XTI.

en CaTT . .
Toute cellule de dimension n dans I est donne une
cellule de dimension n+ 1 dans I

> Définition inductive

contextes :
Y@ =a:xbix Y(Mx:A)=(Xlx:ZA)
types :
Yx=a—b Y(t—u)=Xt—Xu
* A YA
termes :

Px=x ZCOhnA = COhZF,ZA
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La régle suivante est admissible

([ COhF,A CA
> Z(COhnA) XA

Toute cohérence dérivable dans un contexte engendre
une cohérence dans le contexte suspendu

Au passage : les régles suivantes sont aussi admissibles

M M- A

I XIFEXA
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Utilisation pratique

La
suspsension
en CaTT

> Supposons bien défini un terme t = cohr 4 dans notre
systéme.
I cohr 4 est dérivable

> Si I'on souhaite appliquer la cohérence suspendue, il suffit
d'écrire t suivi des arguments que |'on veut mettre, et le
systéme détectera automatiquement qu'il doit suspendre

> Le calcul pour générer Xt s'effectue, et une dérivation du
jugement XTI F cohyr s 4 est calculée. Cela permet
d'utiliser ce nouveau terme a la place de I'ancien.



La
suspsension
en CaTT

Pour aller plus loin...

Une autre automatisation a été envisagée : la fonctorialisation
Une opération similaire, partiellement définie, prouvée et
implémentée.

Pour la prouver d'une facon plus générale, des développements
théoriques sont nécessaires
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Théoréeme

L'objectif est de montrer la régle admissible

M+ COhr7A CA
YT+ X(cohra): XA

Toute cohérence dérivable dans un contexte engendre
une cohérence dans le contexte suspendu

Au passage : les régles suivantes seront aussi montrées

admissibles
I+ N-=A

XM H XIEXA
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Pour les contextes de composition

Regle admissible
I Fps

2T Fps

Idée de preuve : Par induction sur I'arbre de dérivation, on
montre la régle (plus générale)

NFps x 1 A
Yl Fps x: XA

> [Initialisation :

X 1k bps X 1k
Y(x:%)=a:*b:xx:a—b, on peut construire a la
*

main une dérivation de X (x : x) Fps X : a—b
*



Pour les contextes de composition

Regle admissible
I Fps

2T Fps

Idée de preuve : Par induction sur I'arbre de dérivation, on
montre la régle (plus générale)

NFps x 1 A
Yl Fps x: XA

> Itération (1) :
[Mps £t xjy
Nyt A
On construit une dérivation de XTI -ps y : XA a partir de
la dérivation obtenue par induction de >I Fpq f : X0y



Pour les contextes de composition

Regle admissible
I Fps

2T Fps

Idée de preuve : Par induction sur I'arbre de dérivation, on
montre la régle (plus générale)

NFps x 1 A
Yl Fps x: XA

> Itération (2) :

MFps x A

My:Af: Fos f:
7.y 9 XTY pPs X;)y
Y(My:Af: X;)y) =3Iy :XAT: xgy, et on

construit (I, y : A, f : ij) Fps f xgy a partir de
I hps x XA



Suspension et bords

Les équations suivantes peuvent aussi étre prouvées

(2N =x(07() ot (xr) =x(0"(n)



Preuve mutuellement inductive

Finalement, on prouve par induction mutuelle les régles admis-
sibles

M+ Mr=A NrM-v:A

I+ XIEXA XIEXv:XA



Preuve mutuellement inductive

Finalement, on prouve par induction mutuelle les régles admis-
sibles

[ Mr=A NrM-v:A
I YIHXYA YIrHXv: XA

Ici, on ne s'intéressera qu’a la derniére régle, avec v une
cohérence



Preuve mutuellement inductive

Finalement, on prouve par induction mutuelle les régles admis-
sibles

I+ Mr=A N-v:A
Srr STHEA SIHYv:ZA
Ici, on ne s'intéressera qu’a la derniére régle, avec v une
cohérence
N cohra: A
YI-cohyrya: XA




Premiére régle de cohérence

[ COhF,A CA
2 COhZF,ZA XA

> v = coh , obtenu par la premiére régle

Mt—u
A

Mhs O (NFt:A 0T Fu:A

I - coh S t—u
Me—u A

Par la preuve sur les
contextes de composition

2T Fps



Premiére régle de cohérence

[ COhF,A CA
2 COhZF,ZA XA

> v = coh , obtenu par la premiére régle

Mt—u
A

Mhs O (NFt:A 0T Fu:A

I - coh S t—u
Me—u A

2T Fps



Premiére régle de cohérence

[ COhF,A CA
2 COhZF,ZA XA

> v = coh , obtenu par la premiére régle

Mt—u
A

Mhs O (NFt:A 0T Fu:A

It coh Ct—u
Mt—=u A
A
YT Fps Par induction, on dérive

YO (N)Ft:TA
(O ()FZu:TA



Premiére régle de cohérence

[ COhF,A CA
2 COhZF,ZA XA

> v = coh , obtenu par la premiére régle

Mt—u
A

Mhs O (NFt:A 0T Fu:A

I - coh S t—u
rt—u A
A
2T Fps
Yo (NkFXZt: XA
YOT(M)FXu:TA



Premiére régle de cohérence

[ COhF,A CA
2 COhZF,ZA XA

> v = coh , obtenu par la premiére régle

Mt—u
A

Mhs O (NFt:A 0T Fu:A

I - coh S t—u
rt—u A
A
2T Fps
O (XM FXt: XA
O (ZMNFXZu:TA



Premiére régle de cohérence

[ COhF,A CA
2 COhZF,ZA XA

> v = coh , obtenu par la premiére régle

Mt—u
A

Mhs O (NFt:A 0T Fu:A

I - coh S t—u
rt—u A
A
3T Fps Cela permet de dériver
O (XM FXt: XA ST+ coh Y t—Yu
zr,zt?Zu YA

(M Tu:TA



Premiére régle de cohérence

[ COhF,A CA
2 COhZF,ZA XA

> v = coh , obtenu par la premiére régle

Mt—u
A

Mhs O (NFt:A 0T Fu:A

I - coh S t—u
rt—u A
A
3T Fps Cela permet de dériver
O (XM FXt: XA ST+ coh Y t—Yu
zr,zt?Zu YA

OH(ZIMNFXZu:TA
NB : Condition de variables vérifiées



Seconde réegle de cohérence

M+ COhr7A CA
> COhZF,ZA XA

> v = cohr a, obtenu par la seconde réegle

I ps r-A
cohra: A

Par la preuve sur les
contextes de composition
T bps



Seconde réegle de cohérence

M+ COhr7A CA
> COhZF,ZA XA

> v = cohr a, obtenu par la seconde réegle

I ps r-A
cohra: A

2T Fps



Seconde réegle de cohérence

M+ COhr7A CA
> COhZF,ZA XA

> v = cohr a, obtenu par la seconde réegle
I ps rEA
cohra: A

3T Fps Par induction, on dérive
SIEXA



Seconde réegle de cohérence

M+ COhr7A CA
> COhZF,ZA XA

> v = cohr a, obtenu par la seconde réegle
I ps rEA
cohra: A

2T Fps
XI-XA



Seconde réegle de cohérence

M+ COhr7A CA
> COhZF,ZA XA

> v = cohr a, obtenu par la seconde réegle
I ps rEA
cohra: A

2T Fps Cela permet de dériver
2ITHFZXA Zrl—CthrIA XA



Seconde réegle de cohérence

M+ COhr7A CA
> COhZF,ZA XA

> v = cohr a, obtenu par la seconde réegle

I Fps r=A

cohra: A
2T Fps Cela permet de dériver
2ITHFZXA Zrl—CthrIA XA

NB : Condition de variables vérifiées



Résultat

M- Cohr,A A
YT cohsrsa: XA

«Or «Fr «=)»

«=»
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